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从数据中学习

—— 微分方程数值解法的创新与工业应用
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微分方程无处不在
常微分方程

• 例如：车辆动力学模型
d𝑥

𝑑𝑡
= 𝐹 𝑡, 𝑢 𝑡 , 𝑥 𝑡 , 𝑝1,… , 𝑝6

𝑦 𝑡 = 𝐻 𝑡, 𝑢 𝑡 , 𝑥 𝑡 , 𝑝1,… , 𝑝6 + 𝑒 𝑡

拉普拉斯方程

•例如：电势，传热
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
+
𝜕2𝑢

𝜕𝑦2
= 0

柯西动量方程（守恒形式）

•例如：流体CFD
𝜕

𝜕𝑡
𝜌𝐮 + ∇ ⋅ 𝜌𝐮⊗ 𝐮

= −∇𝑝 + ∇ ⋅ 𝝉 + 𝜌𝐠
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微分方程的求解方法
精度

灵活性计算量

error

=

数值求解

• 有限元方法：全区域离散，

计算量随网格加密急剧上升

•有限差分方法：全区域离散，

较难处理复杂求解区域

•边界元方法：高频奇异积分

计算、复杂边界条件及变系

数方程的推广

数值求解

error

=

解析解：𝑢 𝑥, 𝑦 =
1−𝑥2−𝑦2

4

显式求解

（实际应用中的微分方程通常不具有显式解）

问题示例：
单位圆 𝜴 上的泊松方程：

ቊ
−∆𝒖 = 𝟏, 𝒖 in 𝜴
𝒖 = 𝟎, 𝒖 on 𝜹𝜴
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求解微分方程的“遗忘性”

▪ 已知解的信息极少被“用到”…；

▪ 每次计算都是“重新”开始…;

▪ 每次计算的结果都会被“遗忘”…;

“学习”机理

问：是否有能够利用解信息、不依赖于网格、具有“记忆性”的方法？

先验知识的积累
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研究动机——设计问题

▪ 在设计问题或反问题计算中，往往需要改变边界条件，获得不同的解

▪ 如果能通过已知数据“学习”到解算子，就可以作用在不同边界条件直接获得解

获得解算子 输入边界条件 更新解

线性代数方程组为例,已知𝐴,给定𝑏,求得𝑥:

𝐴𝑥 = 𝑏

𝑥 = 𝐴−1𝑏

已知解数据𝑋,及对应的𝐵,学习𝐴−1: 𝑋 = 𝐴−1𝐵

“学习”的思想
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求解问题示例

求解方程:

Δ𝑢 = 0, in Ω,
𝑢 = 𝑓, on 𝜕Ω.

其解可用积分算子表示为

𝑢(𝑥) = න
𝜕Ω

𝜕𝐺

𝜕𝑛
(𝑥, 𝑦)𝑓(𝑦)d𝑦

其中 𝐺(𝑥, 𝑦) 为带有边界条件的Green函数.



如何获得Green函数？
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▪ 途径一 由数值方法计算Green函数：精度、计算量局限

求解问题示例

由边值和解数据，“学”Green函数

由边值和学得的Green函数，获得解

𝑢(𝑥) = න
𝜕Ω

𝜕𝐺

𝜕𝑛
(𝑥, 𝑦)𝑓(𝑦)d𝑦

𝑢(𝑥) = න
𝜕Ω

𝜕𝐺

𝜕𝑛
(𝑥, 𝑦)𝑓(𝑦)d𝑦

▪ 途径二 由数据获得Green函数
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▪ 对于∀𝑥 ∈ Ω，设有训练集 𝒖𝒊(𝒙) 𝒊=𝟏
𝑴 , 求解区域边界离散点为 𝑥𝑗 𝑗=1

𝑁
，则可形成如下方程：

训练函数在目
标点的值

𝐵1×𝑀

训练函数在边
界的值

𝑉𝑁×𝑀

边界-目标点解的映射

𝐴1×𝑁

𝐵1×𝑀= 𝐴1×𝑁 𝑉𝑁×𝑀

基本算法

𝑢1 𝑥 ,⋯ , 𝑢𝑀 𝑥 = 𝐴1 𝑥 ,⋯ , 𝐴𝑁 𝑥
𝑢1 𝑥1 ⋯ 𝑢𝑀 𝑥1

⋮ ⋱ ⋮
𝑢1 𝑥𝑁 ⋯ 𝑢𝑀 𝑥𝑁
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基本算法

▪ 第一步：获得“训练”数据矩阵

𝐵1×𝑀 = 𝐴1×𝑁𝑉𝑁×𝑀

▪ 第二步：获得解算子 𝐴

𝐴 = 𝐵𝑉†

▪ 第三步：输入边界条件 𝑓, 获得目标位置解:

𝑢(𝑥) = 𝐴𝑓 = 𝐵𝑉†𝑓

广义逆
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问题1:训练集--需要什么样的数据?

▪ 可能的数据

– 实际测量值

– 方程数值解

– 基本解

……

▪ 充分利用PDE的性质，可以有针对地获得充分、有效、可靠的数据

详见Cheng et al. 2022



10

精确解： 𝑢 = 𝑒𝑛𝑥 cos 𝑛𝑦

有
限
元

本
方
法

极
点
分
布

问题2: 算法可靠性/误差分析 ?
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问题2: 算法可靠性/误差分析 ?

理论上： 𝒃 − 𝒂∗ ⋅ 𝑉 2 ≤ 𝐶𝛿

解分布（奇性+光滑） 误差：仅用极点: 10−2 误差：补充有限元数据: 10−11

数值验证：
消除不规则点处的奇性
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▪ 可在线快速更新解算子 —— 提高可靠性

▪ 利用方程性质 —— 提高精度、控制误差

▪ 与网格无关 —— 提高计算效率

问题3：方法特点及优势？
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可在线快速更新解算子

𝑁2/2计算量 𝑁 × 𝑁矩阵求逆

增加可靠性 增加精度

N为边界离散点数/维数加入新的训练数据 𝑢𝑀+1 𝑥𝑖 , 𝑖 = 1,⋯ ,𝑁 后,

𝑉1 ⋅ 𝑉1
∗ = 𝑉 ⋅ 𝑉∗ +

𝑢𝑀+1 𝑥1
⋮

𝑢𝑀+1 𝑥𝑁

⋅ 𝑢𝑀+1 𝑥1 , ⋯ , 𝑢𝑀+1 𝑥𝑁
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计算量验证

二维示例 矩阵规模 耗时

有限元 1246 0.174869

本方法（152组数据） 120 0.007473

有限元自由度：网格点 本方法自由度：边界点

获得解算子——计算规模小、可复用
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解分布 误差：仅用部分解数据 误差：补充数值解数据

解数据更新后（提升可靠性与精度）：

捕捉到边界奇性！

补充数据：包含

奇性的其它解

利用方程性质提升求解精度
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有限元
网格

100

真实解 k=50

10−2

本方法：64组基本解数据

有效解决高波数问题
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𝛤：数据支集

𝑥𝑖: 目标位置

NGM：

• 精度与内部网格无关

• 计算量依赖目标位置数目，可并行！

FEM：精度与网格分辨率有关，

继而影响计算量

不依赖内部网格分辨率，提高计算效率
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𝑓 = 2000𝐻𝑧

有限元方法

本方法

10−2

𝟏𝟎−𝟏𝟎

ℎ𝑚𝑎𝑥 = 0.0025

数据解180个

𝑘 =
2𝜋∗𝑓𝑟𝑒𝑞

𝑐
𝑓𝑟𝑒𝑞为频率, 𝑐为声速, 取
340𝑚/𝑠

不依赖内部网格分辨率，实现高精度计算
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▪ 基本声场计算

– 高精度

– 计算效率

▪ 声学设计

– 学得解算子矩阵后，改变边界条件（更

新设计），可以直接获得更新的解

– 加入新训练数据后可在线更新求解算子

– 目标区域为局部时计算量显著降低

10−2

部署场景:声场计算及设计
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局部测量

局部重构

设计

可信区域

问题设计：

应用与推广
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总结

"The essence of mathematics is not to make 

simple things complicated, but to make 

complicated things simple." 

——Stan P. Gudder
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总结

▪ Meshless方法，计算精度只依赖训练函数、边界离散，与求解区域内部离散无关，因而当只关注

局部区域的解时，计算量将很小。

▪ 所用“极点”，“加强边”对应的训练函数为精确调和函数，实际运用中可以用实际测量值或数

值解等各类训练数据。

▪ 对于第二类边界条件、混合边界条件等，方法同样适用。

▪ 与有限元相比，可以发挥计算精度和效率优势，与传统边界积分方程方法相比，可以更好地发挥

“数据”的优势。

各类解数据
Green函数
（解算子）

方程解

适定性条件
更新
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“没有MATLAB这将是一条很长的路”

▪ 高性能的科学计算能力

▪ 丰富的应用工具箱及内置函数

▪ 强大的数据可视化功能
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